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INTRODUCTION
Dans la theorie des representations des groupes, on distingue trois typesÂ Â
de classes de representations d'un groupe fini classique G: les seriesÂ Â
principales, les series intermediaires, et les series discretes. Si nous faisonsÂ Â Â Á
la convention que les representations de dimension 1 sont de seriesÂ Â
discretes de G, les elements de las serie intermediaire peuvent etreÁ Â Â Â Â Ã
obtenus comme composantes des representations induites p G, ou P estÂ ÁP
sous-groupe parabolique de G, dont la decomposition de Levi s'ecritÂ Â
P s MU, avec M reductif, U unipotent et p est l'estension triviale a PÂ Á
d'une representation de M. Ainsi, l'etude des types d'isomorphie de G, seÂ Â
reduit a etudier ses series principales et ses series discretes.Â Á Â Â Â Á
 .  .Dans le cas du groupe lineaire GL k n g N , ou k est le corps fini aÂ Á Án
 w x.q elements, R. Steinberg voir 9 a donne des modeles geometriques deÂ Â Â Á Â Â
certaines representations de la serie principale pour cela il utilise forte-Â Â
.ment be concept de drapeau . D'apres sa construction on obtient, enÁ
 .particulier, des modeles geometriques de la serie principale pour GL k ,Á Â Â Â 2
 .et pour le groupe special lineaire H s SL k .Â Â 2
Or, d'apres une idee de P. Cartier, il est possible de construire deÁ Â
maniere relativement geometrique et de facËon uniforme tous les typesÁ Â Â
 .d'isomorphie pour les groups GL k et H. Rappelons brievement cetteÁ2
 w x.idee voir 7 dans le cas de H:Â
 2 2 . .Considerons la representation naturelle L k , r de H, associee a l'actionÂ Â Â Á
usuelle de H sur le plan k 2. On remarque que r donne par decomposition desÂ
modeles geometriques de la serie principale.Á Â Â Â
 .* L'auteur a ete subventionne partiellement par la ``Fundacion Andes'' Chili , parÂ Â Â Â
 .  .FONDECYT Projet 1940590 et par DIUV Projet 09r94 .
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 .Soit c un caractere non trivial de k. On definit une transformation deÁ Â
2 2 .Fourier partielle F sur L k , par
F f x , x s qy1r2 c yx y f x , y . .  .  .1 2 2 2 1 2
y gk2
x , x g k 2 , f g L2 k 2 . .  . .1 2
 2 2 . .Maintenant, construisons la representation L k , r de H, ou r s F( rÂ Ä Á Äh h
(Fy1 , h g H. Si nous explicitons les operateurs r sur les generateurs deÂ Ä Â Â
Chevalley de H, on observe que ceux-ci dependent de la forme quadratiqueÂ
 . .hyperbolique x , x ¬ x x , de telle maniere que si nous utilisons l'autreÁ1 2 1 2
forme quadratique de dimension deux sur k, on en deduit la representation deÂ Â
 2 .Weil de H associee au plan quadratique deploye k , x x . Par decomposition,Â Â Â Â1 2
cette representation donne un modele meta-geometrique de la serie discrete deÂ Á Â Â Â Â Á
H.
Dans la situation anterieure, il est remarquable que l'operateur d'en-Â Â
  . .  .  .trelacement involutif naturel F ou Ff x , x [ f x , x , pour x , xÁ 1 2 2 1 1 2
2 2 2 ..g k , f g L k de r est transforme par F , en l'operateur d'entrelace-Ä Â Â
ment involutif sophistique J operateur de Fourier]Grassmann ou simple-Â Â
 . w x.ment transformee de Fourier. c.f. avec 3.3 de 3 de r, donne parÂ Â
Jf x s qy1 c x n y f y x g k 2 , f g L2 k 2 . .  .  .  .  . .
2ygk
On note que l'operateur J represente le groupe de Weyl groupeÂ Â
.symetrique de H. En plus, l'operateur J joue un role essentiel dansÂ Â Ã
l'etude de la structure de l'algebre de Hecke de r.Â Á
Dans cet article, nous donnons une generalisation de l'operateur J dansÂ Â Â
 .  w x.le cas de G s GL k cette generalisation a ete deja announce dans 4 .Â Â Â Â Â Á Ân
Plus precisement, au §1 definition 1.2, nous construisons des operateurs JÂ Â Â Â i
 .0 - i - n de type Fourier]Grassmann sur la representation naturelleÂ
 .V,r de G, associee a l'action evidente de G sur l'ensemble des drapeauxÂ Á Â
 . nde Grassmann drapeaux de vecteurs de k . Autrement dit, r est la
representation induite a G, du caractere trivial du sous-groupe unipotentÂ Á Á
maximal superieur de G. Remarquons, que pour notre generalisation, leÂ Â Â
 .produit progressif n dans la definition de J est ``remplace'' par leÂ Â
 .produit regressif k .Â
Mais, ces operateurs ne sont pas involutifs sur V. Nous construisonsÂ
 .alors un sous G-module S de V generique dans V, voir remarque 3.7Â Â
stable par les operateurs J , et ou sont verifiees les relations de Coxeter duÂ Á Â Âi
 .groupe de Weyl S groupe symetrique de G. Ainsi, nous obtenons uneÂ
 .  .representation S , t de S voir theoreme 2.17 . Ensuite, nous redefinis-Â Â Á Â
sons ces operateurs pour obtenir une representation de S dans V voirÂ Â
.theoreme 2.26 .Â Á
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 .Au §3 nous definissons une representation S , s du produit semi-di-Â Â
 =. n rect G [ k i S remarquons que G est le sous-groupe normalisateur
.dans G du sous-groupe des matrices diagonalies de G . Or, comme s
 .commute avec r nous pouvons construire la representation S , res duÂ
groupe G = G. Ensuite, nous calculerons les spectres, respectivement, de
 .S pour G, G et G = G propositions 3.8, 3.12 et theoreme 3.13 .Â Á
Â Â Â1. PRELIMINAIRES ET DEFINITION DES OPERATEURS
DE TYPE FOURIER]GRASSMANN
On note k le corps fini a q elements, et k= le groups multiplicatif de k.Á Â Â
Soient n g N et V l'ensemble des drapeaux de Grassmann de k n,
 .c'est-a-dire les elements qui sont les n-uples v s v , . . . , v , ou les vÁ Â Â Á1 n i
i n  .sont des i-vecteurs decomposables non nuls dans H k tels que Vect vÂ 1
 .  .; ??? ; Vect v . Ici Vect v est le k-espace vectoriel engendre parÂn i
 4¨ , . . . , ¨ , si v s ¨ n ??? n ¨ .1 i i 1 i
 .Dans ce qui suit, l'element v de V est ecrit v s v , . . . , v , deÂ Â Ân 1 n
meme pour les elements z , j , m, h, . . . .Ã Â Â
 .Pour v g V, et 0 - i - n, on note V v l'ensemble des z g V telsi n
que z s v , si j / i.i j
 .Pour v g V et z g V v , nous definissons le produit scalaire k parÂi i
v k zi i
v k z s 0 - i - n .i v iy1
 .ou k est le produit regressif dans Vect v par rapport a l'element deÁ Â Á Â Âiq1
w xvolume v , voir 2, 11, 1 . Par convention, on prend v s 1.iq1 0
Un calcul direct montre que si z s v n u, alorsiy1
v n ui
v k z s v v g V , z g V v . . .i i iy1 iv iq1
 .   .On note v n u par b v , z : v egal au i q 1 -vecteur qui estÂi i i iy1
.obtenu en retranchant w de z avant de former v n z . Alorsiy1 i i i
b v , z : v .i i iy1
v k z s .i v iq1
 .  .Pour n s 2, on a v k z s v n z s det v , z , si v s 1, 0 n1 1 1 1 1 2
 .0, 1 .
Soient v g V, r g k=, et 0 - i F n. On note hi la fonction bijective der
 .  . i  .  .V v dans V v telle que h v soit le drapeau de V v dont la i-iemeÁi i r i
composante est rv . Il est facile de verifier alors la proposition suivante:Ái
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 . =PROPOSITION 1.1. Pour tout v g V, z g V v , r g k et 0 - i, j - n,i
on a:
 .1.1.1 v k z s yz k v,i i
 . i  . i  .  .1.1.2 h v k z s v k h z s r v k z ,r i i r i
j j y1 .  .  .  . < <1.1.3 h v k h z s r v k z , si i y j s 1.r i r i
 .  .Soit G le groupe classique GL k . Soit V, r la representation na-Ân
turelle associee a l'action de G sur V. De maniere precise, V est leÂ Á Á Â
C-espace vectoriel CV forme par les fonctions sur V a valeurs dans C,Â Á
muni du produit scalaire L2 usuel, et r est defini parÂ
r f v s f gy1 v f g CV , v g V , g g G . .  .  . .  .g
Cela revient a dire que r est la representation induite IG, du caractereÁ Â ÁU
trivial du sous-groupe unipotent maximal superieur U de G.Â
Soit H l'algebre de Hecke de la representation IG. C'est-a-dire H estÁ Â ÁU
l'agebre d'endomorphismes de r.Á
DEFINITION 1.2. Soit c un caractere non trivial fixe de kq. PourÂ Á Â
0 - i - n on definit l'operateur de type Fourier]Grassmann J sur CVÂ Â i
par:
J f v s qy1 c v k z f z f g CV , v g V , .  .  .  .  .i i
 .zgV vi
et le projecteur P sur CV par:i
1
VP f v s f z f g C , v g V . .  .  .  .i 2q y 1  .zgV vi
PROPOSITION 1.3. Let operateurs P et J sont elements de H.Â ÂÂi i
Demonstration. C'est facile de verifier que les operateurs P sontÂ Â Â i
elements de l'algebre H. Pour verifier que J g H, 0 - i - n, il suffitÂ Â Á Â i
verifier que k est invariant par l'action de G. En effet, soient g g G,Â i
 .  .  .   ..v g V et z g V v . On a g z s g v n u, ou u g Vect g v ,Ái i iy1 k iq1
alors
g v n u .i
g v k g z s . .  .i g v .iq1
 .  .Donc, il existe s g k tel que g v n u s sg v ; d'apres cette egalite,Á Â Âi iq1
y1 .  .  .on obtient v n g u s sv , c'est-a-dire, v k z s g v k g z .Ái iq1 i i
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Â Â2. REPRESENTATION DU GROUPE SYMETRIQUE DANS
S ET V
 .Soit S le groupe de permutations groupe symetrique de n elements.Â Â Â
 .  4S , S est un systeme de Coxeter, ou S s u , . . . , u et u est laÁ Á 1 ny1 i
 .transposition i, i q 1 . De maniere plus precise, S est engendre par S etÁ Â Â
les elements de S verifient les relations de Coxeter: u 2 s 1, u u u s u u u ,Â Â Â i i j i j i j
< < < <si i y j s 1 et u u s u u , si i y j ) 1.i j j i
Ainsi, pour construire une representation de S dans un C-espaceÂ
vectoriel W, il est suffisant de trouver des operateurs inversibles wÂ i
 .0 - i - n sur W qui verifient les relations de Coxeter.Â
PROPOSITION 2.1. Pour tout 0 - i, j - n, on a:
 . < <2.1.1 J J s J J , si i y j ) 1,i j j i
 . 2  y2 .2.1.2 J s 1 q q y 1 P ,i i
 . < <2.1.3 P commute a¨ec J , si i y j ) 1.i i
 .Demonstration. La demonstration de 2.1.1 , est triviale. PourÂ Â
 .demontrer 2.1.2 nous remarquons queÂ
2.2 c v k z s y1 v g V . .  .  . i
 .zgV vi
 .  .En effet, on a z s v n u, avec u g Vect v y Vect v ; alorsi iy1 iq1 iy1
 .  . .v k z s v n u rv . Maintenant, c v n ? rv est un car-i iy1 iq1 iy1 iq1
 .  .  .actere non nul sur l'espace quotient Vect v rVect v , et alors 2.2Á iq1 iy1
s'ensuit.
Maintenant, pour f g V, v g V, on a
J 2 f v s qy2 c v k z c z k h f h . .  .  .  . .  i i i
 .  .zgV v hgV zi i
 .  .Mais V v s V z , alors on obtienti i
J 2 f v s qy2 c v y h k z f h , .  .  . . .  i i
 .  .hgV v zgV vi i
 .ou v y h est le ``drapeau de V v '' ayant v y h comme coordonnee i.Á Âi i i
 .Alors, de 2.2 on tire
J 2 f v s q2 f v y f h , .  .  . .  i  5
 .  .zgV v hgV vi i
h/v
 .  .  .  .d'ou 2.1.2 . L'assertion 2.1.3 est consequence de 2.1.1 et 2.1.2 .Á Â
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Notre prochain objectif est la demonstration de la relation de CoxeterÂ
 .pus delicate dans notre contexte pour les operateurs J , a savoirÂ Â Ái
< <PROPOSITION 2.2. Pour 0 - i, j - n on a J J J s J J J , si i y j s 1.i j i j i j
DEFINITION 2.3. Pour v, z g V et 0 - i - n, on note:Â
 .  .  1 2 .2.3.1 L v, z l'ensemble des paires de drapeaux j , j dansi
= . = . 1 2 = .V v = V z telles que j s j , ou V v est l'ensemble forme desÁ Âi i i i i
 .  .  .h de V v tels que Vect h / Vect v .i i i
 .  .  .2.3.2 L v l'ensemble des h g V tels que Vect h /i iq1
Ä .  .  .Vect v et L v, h / B, et L v l'ensemble des h g V tels queiq1 i iq1
 .  .  .Vect h / Vect v et L v, z / B.i i iq1
LEMME 2.4. Soient v g V et 0 - i - n. Alors on a
Ä .  .  .2.4.1 L v s L v ,i iq1
 .  .  .  .2.4.2 pour z g L v les ensembles L v, z et L v, z ont lei i iq1
cardinal q y 1.
 .Demonstration. Soit z g L v , alors il existe une paire de drapeauxÂ i
 1 2 .  . 1 2J s j , j dans L v, z . On pose j s j s j .i i i i
 .  .Considerons les i q 1 -vecteurs b s b v , j : v et b sÂ 1 i i iy1 2
 .  .b z , j : z . Il est clair que b genere Vect v , et b genereÂ Á Â Ái i iy1 1 iq1 2
 .Vect z .iq1
 .  .Or, si nous supposons Vect v s Vect z , on prouve sans difficulteÂi i
que b et b sont egaux, a un scalaire pres. Ceci contredit le fait queÂ Á Á1 2
 .  .  .  .Vect z / Vect v ; ainsi Vect z / Vect v . D'autre part, nousiq1 iq1 i i
 1 2 .  . 1 2definissons la paire de drapeaux h , h dans L v, z par h s hÂ iq1 iq1 iq1
 .s b v , z : v .i i iy1
Ä .  .En resume, nous obtenons L v : L v . Pour avoir l'autre inclu-Â Â i iq1
sion le procede est similaire.Â Â
  1 2 ..Il est facile de voir que les elements J respectivement D s d , d deÂ Â
 .   ..  . L v, z respectivement L v, z sont tels que Vect j s Vect v ki i i iq1
.   .   ..z respectivement Vect d s Vect b v , z : v , alors les deuxiq1 iq1 i i iy1
ensembles sont de cardinal q y 1.
 . < <LEMME 2.5. Soient v g V, z g L v , 0 - i, j - n, tel que i y j s 1,i
alors
c v k j 1 q j 1 k j 2 q j 2 k z . i j i
1 2 .  .j , j gL v , zi
s c v k h1 q h1 k h 2 q h 2 k z . . j i j
1 2 .  .h , h gL v , zj
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 1 2 .Demonstration. Soient i, j telles que j s i q 1. Soit j , j gÂ
 .  n.L v, z . Ecrivons v s v n u u g k . Considerons l'applications bi-Âi i iy1
 .  1 2 .  1 2 .jective de L v, z definie par j , j ¬ h , h , ouÂ Ái
y1
lh s z n u l s 1, 2 . .j i1j k jiq1 2
=  .Soit r le scalaire dans k tel que v s r j n u , alorsiq1 i
2.6 v k j 1 s yry1 . . i
 n.De maniere analogue, si nous ecrivons z s v n ¨ ¨ g k , et si nousÁ Â i iy1
=  .appelons s le scalaire de k tel que z s s j n ¨ , on aiq1 i
2.7 j 2 k z s sy1 . . i
 .  .  . Or, comme b v , z : j s s v n ¨ et b z , v : j s r ziq1 iq1 i iq1 iq1 iq1 i iq1
.n u , on a
z n uiq11 22.8 j k j s yr , . iq1 v iq2
v n ¨iq1y1 y12.9 s s yr . .
z n uiq1
 .  .Maintenant, il est clair que z n u s yv n ¨ , alors de 2.8 et 2.9 oni i
tire
1 v n ¨iq11 y12.10 v k h s s s . . iq1 1 2 vj k j iq2iq1
 .De la definition de h et comme b v , z : v s v n ¨ , il est clair queÂ iq1 i i iy1 i
2.11 h1 k h 2 s j 1 k j 2 , . i iq1
 .enfin de 2.8 , on a
b h , z : z .iq1 iq1 i2 y12.12 h k z s s yr . . iq1 v iq2
 .  .  .  .Le lemme se deduit de 2.6 , 2.7 et 2.10 ] 2.12 .Â
Demonstration de la proposition 2.2. Dans la suite f g V, v g V etÂ n
j s i q 1. On a
J J J f v s qy1 c v k j J J f j .  .  .  .  .i iq1 i i iq1 i
= .jgV vi
q qy1 J J f hi v , .  . . iq1 i r
=rgk
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developpant JÂ iq1
J J J f v .  .i iq1 i
s qy2 c v k j . i
= .jgV vi
= c j k h J f h q J f hiq1 j .  .  .  .  . . iq1 i i s 5
= = .hgV j sgkiq1
q qy2 c hi v k h J f h .  .  . .  r iq1 i
= = i  ..rgk hgV h viq1 r
q J f hiq1 hi v , .  . . . i s r 5
=sgk
reordonnantÂ
J J J f v .  .i iq1 i
s qy2 c v k j c j k h J f h .  .  .  . i iq1 i
= = .  .jgV v hgV ji iq1
q qy2 c hi v k h J f h q S , .  .  . .  r iq1 i 5
= = i  ..rgk hgV h viq1 r
ouÁ
S s qy2 c v k j J f hiq1 j .  .  . . 5 i i s
= = .jgV v sgki
q qy2 J f hiq1 hi v . .  . . .  i s r
= =rgk sgk
 . .De la definition de J , nous pouvons ecrire J J J f v s S q S qÂ Âi i iq1 i 1 2
S q S q S , ouÁ3 4 5
S s qy3 c v k j q j k h q h k z .  1 i iq1 i
= = = .  .  .jgV v hgV j zgV hi iq1 i
=f z , .
S s qy3 c v k j c j k h f hi h , .  .  . .  2 i iq1 r
= = = .  .jgV v hgV j rgki iq1
S s qy3 c hi v k h c h k z f z , .  .  . .  3 r iq1 i
= = i =  ..  .rgk hgV h v zgV hiq1 r i
S s qy3 c hi v k h f hi h . .  . .  .  4 r iq1 s
= = i =  ..rgk hgV h v sgkiq1 r
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 . . X X X XComme precedemment, on a J J J f v s S q S q S q S qÂ Â iq1 i iq1 1 2 3 4
S
X , ouÁ5
S
X s qy3 c v k j q j k h q h k z .  1 iq1 i iq1
= = = .  .  .jgV v hgV j zgV hiq1 i iq1
=f z , .
S
X s qy3 c hiq1 v k h c h k z f z .  .  . .  2 r i iq1
= = iq1 =  ..  .rgk hgV h v zgV hi r iq1
S
X s qy3 c v k j c j k h f hiq1 h .  .  . .  3 iq1 i r
= = = .  .jgV v hgV j rgkiq1 i
S
X s qy3 c hiq1 v k h f hiq1 h .  . .  .  4 r i s
= = iq1 =  ..rgk hgV h v sgki r
S
X s qy2 c v k j J f hi j .  .  . . 5 iq1 iq1 s
= = .jgV v sgkiq1
q qy2 J f hi hiq1 v . .  . . .  iq1 s r
= =rgk sgk
Ainsi, pour demontrer notre proposition nous allons prouver que S sÂ j
S
X , 1 F j F 3, et S q S s SX q SX .j 4 5 4 5
 . X2.13 Demonstration de S s S . On aÂ 1 1
S s C z f z , SX s C z f z , .  .  .  . 1 i 1 iq1
 . ÄzgL v  .zgL vi iq1
ouÁ
C z s c v k j 1 q j 1 k j 2 q j 2 k z , .  .i i iq1 i
1 2 .  .j , j gL v , zi
et
C z s c v k j 1 q j 1 k j 2 q j 2 z . .  .iq1 iq1 i iq1
1 2 .  .j , j gL v , ziq1
Alors du lemme 2.5, on deduit S s SX .Â 1 1
 . X2.14 Demonstration de S s S . Si nous faisons dans S le change-Â 2 2 2
i  .ment de variable h h s m, on ar
S sqy3 c v k j c j k h y1i m f m , .  .  . .  2 i iq1 r
= = i = .  .  .y1rgk jgV v h m gV ji r iq1
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donc
S s qy3 c v k j . 2 i
= = .rgk jgV vi
= c h y1i hi j k h y1i m f m , .  .  . . . r r iq1 r
= i  ..mgV h jiq1 r
i  .  .Si on pose h j s h, alors de 1.1.3 s'ensuitr
S s qy3 c v k h y1i h c rh k m f m . .  .  . .  2 i r iq1
= i = = .  .  .y1rgk h h gV v mgV cr i iq1
i  . = . = i  .. = .y1Mais, h h g V v est equivalent a h g V h v s V v , alorsÂ Ár i i r i
S s qy3 c ry1v k h c rh k m f h . .  . .  2 i iq1
= = = .  .rgk hgV v mgV hi iq1
iq1 . XD'autre part, si nous faisons h m s h dans S , on ar 2
S
X s qy3 c ry1v k m . 2 i
= = .rgk mgV vi
= c hiq1 m k z f z , .  . . r iq1
= iq1  ..zgV h miq1 r
alors
S
X s qy3 c ry1v k m c rm k z f z , .  . .  2 i iq1
= = = .  .rgk mgV v zgV mi iq1
c'est-a-dire S s SX .Á 2 2
 . X  .2.15 Demonstration de S s S . Elle est analogue a celle de 2.14 .Â Á3 3
 . X X i  .2.16 Demonstration de S q S s S q S . Si on pose h s h z enÂ 4 5 4 5 r
S , on obtient4
S s qy3 c ry1v k z f hi z , . .  .  4 iq1 r s
= = = .rgk zgV v sgkiq1
si on pose rs s t, nous pouvons ecrireÂ
S s qy3 c sty1v k z f hi z ; . .  .  4 iq1 t 5
= = = .tgk zgV v sgkiq1
comme ty1v k z est non nul, on a alorsiq1
S s yqy3 f hi z , . . 4 t
= =  .tgk zgV viq1
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donc
2.16.1 S s yqy3 q2 y 1 P f hi v .  .  . .  .4 iq1 t
=tgk
y f hiq1 hi v . . . . r t 5
=rgk
De la meme maniere, on obtientÃ Á
2.16.2 SX s yqy3 q2 y 1 P f hiq1 v .  .  . .  .4 i t
=tgk
y f hi hiq1 v . . . . r t 5
=rgk
Par ailleurs, nous pouvons ecrireÂ
S s qy2 c v k z J f hiq1 j . .  .  . . 5 i i s
= .jgV v sgki
Developpons maintenant J , on aÂ i
S s qy3 c v k j c hiq1 j k z f z . .  .  . .  5 i s i
= iq1 .jgV v   ..sgk zgV h ji i s
iq1 .Si nous faisons h s h j , alorss
S s qy3 c v k h y1iq1 h c h k z f z , .  .  . .  5 i s i
= iq1  . .  . zgV hy1sgk h h gV v is i
d'ouÁ
S s qy3 c shiq1 v k h c h k z f z . .  .  . .  5 s i i
= iq1  .  .. zgV hsgk vgV h v ii s
iq1 . i  iq1 ..  .Or, on sait que sh v k h s h h v k h, et comme V h ss i s s i i
 iq1 ..V h v , en reordonnant on aÂi s
S s qy3  5
= iq1  ..sgk zgV h vi s
= c hi hiq1 v y z k h f z . .  . . . . s s i 5
iq1  ..hgV h vi s
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 i  iq1 .. . .D'autre part, c h h v y z k ? est un caractere nontrivial deÁs s i
 .  .l'espace quotient Vect v rVect v si et seulement si z /iq1 iy1
i  iq1 ..h h v . Alors on as s
S s qy3 q2 y 1 f hi hiq1 v y f z , .  . .  . . 5 s s 5
= iq1  ..sgk zgV h vi s
i iq1  ..z/h h vs s
donc
2.16.3 S s qy3 q2 f hi hiq1 v .  .  . .5 s s
=sgk
y q2 y 1 P f hiq1 v . .  . 4 .  .i s
De la meme facËon, on aÃ
2.16.4 SX s qy3 q2 f hi hiq1 v .  .  . .5 s s
=sgk
y q2 y 1 P f hi v . .  . 4 .  .iq1 s
 .  . X XEnfin de 2.16.1 ] 2.16.4 , on tire S q S s S q S . La proposition4 5 4 5
 .  .resulte de 2.13 ] 2.16 .Â
( )Representation S ,t de SÂ
Comme les operateurs J ne sont pas des involutions sur V, nousÂ i
construisons un sous G-module S de V, ou sont verifiees les relations deÁ Â Â
Coxeter. En outres celui-ci est stable par les operateurs J . Plus precise-Â Â Âi
ment, nous posons
ny1
S [ f g V ; Q f g V , 1 - i - n , 0 - j - i ,F i i , j i 5
is1
ou Q s J . . . J et V denote le noyau de P . On a, le resultat suivantÁ Â Âi, j iy1 j i i
 .THEOREME 2.17. L'application i, i q 1 ¬ J , definit une representationÂ Á Â Âi
 .S , t de S.
Pour demontrer ce theoreme, on utilisera le lemme suivant.Â Â Á
LEMME 2.18. Soient 0 - i, j - n. On a:
 .2.18.1 L'operateur J est une in¨olution sur V ,Â i i
 .  . < <2.18.2 J V : V , si i y j ) 1,j i i
 .  . < <  .2.18.3 J J V : V , si i y j s 1. D'apres 2.20.2 , J J est un iso-Ái j i j i j
morphisme de V dans V ,i j
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 . < <2.18.4 Soit f g V l V , a¨ec i y j s 1. Alors on a: J f g V m J fi j i j j
g V .i
 .  .Demonstration. Il est clair que 2.18.1 est une consequence de 2.1.2 ,Â Â
 .  .et que 2.18.2 se deduit de 2.1.3 .Â
 .  .  y2 .y1 2 .Pour 2.18.3 , on sait de 2.1.2 que P s q y 1 1 y J . Donc,j j
 y2 .y1 2 . < <P J J s q y 1 J J y J J J ; or si i y j s 1, on deduit de la propo-Âj i j i j j i j
sition 2.2 que J 2 J J s J J J 2. Maintenant, comme au niveau de Vj i j i j i i
l'operateur J est une involution, il s'ensuit J 2 J J s J J au niveau de V .Â i j i j i j i
< <  .Ainsi, l'operateur P J J est nul sur V , si i y j s 1. Ou plutot J J V : V .Â Ãj i j i i j i j
 . 2Si f g V l V et si J f g V , alors d'apres 2.18.3 J J f g V ; or J estÁi j i j j i i i
 .une involution a niveau de V ; donc J f g V , d'ou 2.18.4 .Á Ái j i
 .Demonstration du theoreme 2.17. D'apres 2.1.1 , la proposition 2.2 etÂ Â Á Á
 .2.18.1 , il reste a demontrer la stabilite de S par les operateurs J .Á Â Â Â i
 .  .Soient f g S et 0 - m - n; de 2.18.2 et 2.18.4 , on deduit J f g V ,Â m i
pour tout 0 - i - n. Maintenant, nous aurons a demontrerÁ Â
2.19 Q J f g V 1 - i - n , 0 - j - i . .  .i , j m i
Cas 1. Soit m s 1. Nous savons que pour j ) 2, l'operateur J com-Â 1
mute avec Q ; donc Q J f g V . Puisque f g V , pour j s 1, Q J f si, j i, j 1 i i i, j 1
 .Q f g V . Il est clair que Q J f g V , si j s 2. En resume, 2.19 estÂ Âi, 2 i i, j 1 i
verifie pour m s 1.Â Â
Cas 2. Soit 1 - m - n y 1. Dans le cas ou j / 1, i y 1 se deduit deÁ Â
 .  .  4  .2.18.2 le 2.19 , pour m f j y 1, j, . . . , i q 1 . Evidemment, on a 2.19
pour m s j y 1. Dans le cas ou m s j, l'operateur J est une involutionÁ Â j
 .sur S , ainsi, Q J f s J ??? J f. Alors, 2.19 est vrai si m s j. Sii, j m iy1 jy1
m s j q 1, d'apres la proposition 2.2, Q J f s J ??? J J J f , mais JÁ i, j m iy1 j jq1 j j
commute avec les operateurs a sa gauche, donc Q J f s J Q f g V , carÂ Á i, j m j i, j i
< <par hypothese Q f g V et V est stable par J , puisque i y j ) 1. CeÁ i, j i i j
 .  4procede donne 2.19 pour tout m g j y 1, . . . , i y 1 . Dans le cas ouÂ Â Á
m s i, on remarque que par hypothese Q f g V ; donc d'apresÁ Áiy1, j iy1
 .2.18.3 , Q f g V . Pour m s i q 1, on a par hypothese Q f g V .Ái, j i iq1, j iq1
 .Alors de 2.18.3 on tire, J J Q f g V ; or Q f g V et J est uneiq1 i iq1, j i i, j i i
involution sur V , donc J J Q f s Q J f g V .i iq1 i i, j i, j iq1 i
 .  4Si j s 1, il verifie 2.19 pour m f i q 1, i, i y 1, . . . , 2 . Dans lesÂ
autres m, on procede comme dans le cas ou m s j q 1.Á Á
Si j s i y 1, il est facile de voir que J J f g V pour m / i q 1.iy1 m i
 .Maintenant, Q f g V , alors de 2.18.3 J J Q f g V . Mais Jiq1, 2 iq1 iq1 i iq1, 2 i i
est une involution sur V et J f g V , alors Q J f s J J f g V .i iy1 i i, iy1 iq1 iq1 i i
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Cas 3. Soit m s n y 1. Si j s i y 1, evidemment Q J g V , pourÂ i, iy1 m i
 .i / n y 2, n y 1. En vertu de 2.18.3 et du fait que f g V , J J fny2 ny2 ny1
g V , c'est-a-dire, Q J f g V . Puisque Q f g V ,Ány1 ny1, ny2 ny1 ny1 ny1, ny3 ny1
J J Q f g V ; donc Q J f g V . En resume,Â Âny1 ny2 ny1, ny3 ny2 ny2, ny3 ny1 ny2
Q J f g V pour tour 0 - i - n. Quand 1 - j - n y 2, dans le cas ouÁi, iy1 m i
 .1 - i - n y 2, de 2.18.2 on tire J Q f g V , c'est-a-dire, Q J J gny1 i, j i i, j ny1
V , car Q f g V . Si i s n y 2, nous avons Q f g V . Alors d'apresÁi i, j i iq1, j iq1
 .2.18.3 , J J Q f g V ; donc Q J f g V . Dans le cas ou i s n y 1,Áiq1 i iq1, j i i, j ny1 i
 .on a Q f g V , donc d'apres 2.18.3 , Q J f g V ; ainsi, Q J fÁiy1, j iy1 i, j ny1 i i, j m
g V , 0 - i - n.i
Si j s 1, on a sans difficulte Q J f g V , pour i / n y 1. Dans el casÂ i, 1 m i
 .ou i s n y 1 on a Q f g V , donc d'apres 2.18.3 J J Q fÁ Ány1, 1 ny2 ny2 ny1 ny2, 1
g V , d'ou Q J g V pour i s n y 1. Ainsi Q J f g V , pour toutÁny1 i, 1 m i i, 1 m i
0 - i - n.
 .Enfin, si j s n y 2, d'apres 2.18.3 il est clair que J J f g V etÁ ny1 ny2 ny1
 .  .de 2.18.4 on tire J J f g V . Ainsi 2.19 est vrai pour m s n y 1ny2 ny1 ny1
et j s n y 2.
Ainsi, d'apres les Cas 1, 2 et 3 on a la stabilite de S par les operateursÂ Â
 .J 0 - i - n .i
( )Representation V,p de SÂ
PROPOSITION 2.20. Pour 0 - i - n, on a:
 . y12.20.1 J P s P J s yq P .i i i i i
 . y1  y1 .2.20.2 Les operateurs J sont in¨ersibles, et J s J q q y q P .Â i i i i
 . y1 2De plus, a l'aide 2.1.2 nous pou¨ons ecrire J s qJ q J y q.Á Â i i i
 .  .Demonstration. L'assertion 2.20.1 se deduit de 2.2 et d'un calculÂ Â
 .  .direct. La partie 2.20.2 est consequence de 2.20.1 .Â
i  = .Designons par H r g k , 0 - i - n , l'operateur d'homothetie sur VÂ Â Âr
defini par H i: f ¬ f ( hi . C'est facile de prouver la proposition suivante:Â r r
PROPOSITION 2.21. Les operateurs J commutent a¨ec les operateurs H j,Â Âi r
< < j i j < <si i y j ) 1; et J H s H H J , si i y j s 1, pour tout 0 - i, j - n, r gi r r r i
k=.
 .Dans 3.5.1 nous generaliserons cette derniere proposition.Â Â Á
Or, pour chaque x caractere de kq, nous noterons g la sommeÁ i, x
d'operateursÂ
x r H i. . r
=rgk
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On pose g s g et g X s  =H iH j.i i, 1 i, j r g k r r
Alors on obtient sans difficulte les relations:Â
1
 42.22 P s g q R g , . i i i i2q y 1
et
2.23 J s qy1 g q R g , 4 . i i i i , c
ouÁ
2.24 R f v s f z f g V , v g V . .  .  .  .  .i
 .zgV vi
vk zs1i
PROPOSITION 2.25. Soit x un caratere non tri¨ ial de kq et 0 - i, j - n,Á
alors:
 .2.25.1 g g s yg ,i i, x i
 . 2  .2.25.2 g s q y 1 g ,i i
 . X X < <2.25.3 g g s g g s g g , si i y j s 1,i, j i i, j j i j
 . X < <2.25.4 J g s g J , si i y j s 1,i j i, j i
 . 2 y1 y12.25.5 J s 1 q q J g y q g .i i i i
 .  . i=Demonstration. Pour 2.25.1 on a g g s  x s H sÂ i i, x r , s g k r s
s . i = s  ..= =  x t H . Si s parcourt k , alors x x ¬ x sx parcourtsg k t g k t$
q  4k y 1 , d'ou g g s yg .Á i i, x i
 .En multiplicant les deux membres de 2.23 par g , puis appliquanti
 .  .  .2.25.1 et 2.25.2 , on trouve R g . Alors d'apres 2.22 , P s'exprime enÁi i i
 .  .fonction de J . L'assertion 2.25.5 se deduit alors de 2.1.2 . Les autresÂi
affirmations se demontrent sans difficulte.Â Â
 .THEOREME 2.26. L'application i, i q 1 ¬ T , ou:Â Á Ái
1 1
y1T s J q J 0 - i - n .i i iy1 1 y q1 y q
 .determine une representation V, p de S.Â Â
< <Demonstration. Il est clair que T T s T T , si i y j ) 1, et un calculÂ i j j i
 .direct montre que les operateurs T 0 - i - n sont involutifs.Â i
Maintenant, nous allons prouver la relation de Coxeter: T T T s T T T ,i j i j i j
< < y1 y1si i y j s 1. De la proposition 2.2 on deduit les relations: J J J s J J JÂ i j i j i j
y1 y1 y1 y1 < <et J J J s J J J , si i y j s 1. D'ouÁi j i j i j
3 y1 y1 y1q y 1 T T T y T T T s yqJ J J q J J J 4 .  4i j i j i j i j i i j i
y yqJ Jy1 J q Jy1 J Jy1 . 4j i j j i j
OPERATEURS DE FOURIER]GRASSMANNÂ 811
y1   .De l'expression de J en fonction de J voir 2.20.2 , on tirei i
3y1q q y 1 T T T y T T T 4 . i j i j i j
s qJ 2 y qJ J 2 J q qJ y qJ 2 J q J 2 J J y qJ J 2 i i j i j i j i j i j i
qJ J J 2 q qJ 2 J J 2 y qJ 2 y qJ J 2 J q qJ y qJ 2 J4 i j i i j i j j i j i j i
qJ 2 J J y qJ J 2 q J J J 2 q qJ 2 J J 2 .4j i j i j j i j j i j
 .D'apres 2.25.5 , on deduitÁ Â
3y1q q y 1 T T T y T T T 4 . i j i j i j
s J g J q qy1g J g y qy1g J J g y qy1g J J g i j i i j i i i j i i j i i
qqy1 J g J J g y J g J q qy1g J g y qy1g J J g4 i i j i i j i j j i j j j i j
yqy1g J J g q qy1 J g J J g .4j i j j j j i j j
 .  .  .Or, d'apres les assertions 2.25.4 , 2.25.3 et 2.25.5 , il s'ensuitÁ
3q y 1 T T T y T T T 4 . i j i j i j
A B C D E!#" !#" !# " !# " ! # "
s g g J q g J g y g J J g y g J J g q J g J J gi j i i j i i i j i i j i i i i j i i 5
y g g J q g J g y g J J g y g J J g q J g J J g .j i j j i j j j i j j i j j j j i j j 5^` _ ^` _ ^` _ ^` _ ^ ` _
X X X X XA B C D E
 .  . X X X XD'apres 2.25.3 et 2.25.4 , on obtient: A s B , B s A , C s D , D s C etÁ
XE s E . Ainsi, nous obtenons la relation de Coxeter en question.
Â3. UN EXEMPLE DE DUALITE
Representation de SteinbergÂ
 .  .Soit m s m , . . . , m une partition de n on note m & n , dans la suite1 s
 .nous considerons le s-tuple k s k , . . . , k des sommes partielles de m,Â 1 s
ou par definition k [ i m . Dorenavant, on suppose que m a pourÁ Â Âi js1 j
sommes partielles k .
 . nSoit X un ensemble non vide et x s x , . . . , x g X , on definitÂ1 n
< <  4l'ordre x de x comme le cardinal de l'ensemble x , . . . , x . On dit que x1 n
< <est un element standard de type m, si x s s, et x s x , k - i F k ,Â Â i k q1 j jq1j
0 F j - s. Par convention k s 0.0
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 . nMaintenant, considerons l'action par permutation de S sur X . ParÂ
tout element standard de X n passe une orbite et une seule, pour cetteÂ Â
action.
PROPOSITION 3.1. Soit X un ensemble fini et x un element standard de typeÂÂ
 .m s m , . . . , m & n. Alors que le sous-goupe d'isotropie S de x dans S1 s m
 .est isomorphe au produit direct S = ??? = S , ou S l g N designe leÁ Âm m l1 s
groupe de permutations de l symbols.
 4 Cela revient a dire que S est un systeme de representants a unÁ Â Â Ám m& n
.isomorphisme pres des sous-groupes paraboliques de S.Á
 .Soit m s m , . . . , m & n, on note P le sous-groupe parabolique de1 s m
G de sous-groupe de Weyl S . On sait que P s T U , ou T est le toreÁm m m m m
de P , et U est le sous-groupe unipotent maximal de P . Il est clair quem m m
 .  .T est isomophe au produit direct GL k = ??? = GL k . Pour m sm m m1 s
 .1, . . . , 1 , le sous-groupe parabolique P est le sous-groupe de Borel B dem
G, T est le sous-groupe de matrices diagonales T de G, et U est lem m
 =. nsous-groupe unipotent maximal U de G. Par abus on note T s k .
Selon l'usage, pour l g N et a caratere de k=, St l designe la represen-Á Â Âa
 . ltation de Steinberg de GL k . On pose St s a , pour l s 1.l a
 .  .Soit m s m , . . . , m & n, et l s a , . . . , a un caractere standardÁ1 s 1 n
de type m de T . Soit St m la representation de P obtenu a partir de laÂ Ám l m
m1 m s m .  m1representation St m ??? m St de T . Plus precisement, St tu s StÂ Â Âa a m l ak k k1 s 1
m s. .m ??? m St t , pour t g T , u g U .a m mks
LEMME 3.2. La representation induite IndG St m est irreductible.Â ÂP lm
Demonstration. On applique le reciprocite de Frobenius et la formuleÂ Â Â
 w x.de restriction au sous-groupe voir 6 , on obtient
G m G m m mInd St , Ind St s Res St , St , .P l P l P . l l s  .Pm m m sG m s
sgP RGrPm m
 . y1  m. m y1 .ou P s sP s l P et St : x ¬ St s xs .Á m s m m l s l
 . mMais, T F P , pour tout s, et comme la representation St estÂm m s l
w m  m. xdeterminee sur ces valeurs dans T , en deduit Res St , St sÂ Â Âm P . l l s P .m s m sw m  m. xRes St , St , d'ouÁP . t l s Tm s m
G m G mInd St , Ind St s 1.P l P lm m G
Le G-spectre de S
Comme les operateurs J et P sont det operateurs d'entrelacementsÂ Âi i
 .pour r, on peut considerer la sous-representation S , r qui induit r parÂ Â
restriction. Maintenant, nous calculerons le spectre de la G-representationÂ
S .
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Dans H nous definissons les operateurs des homotheties H r sÂ Â Â r
 . .  . .r , . . . , r g T de telle sorte que pour f g V, v g V, on a H f v s1 n r
 .  4f rv , ou rv est le drapeau de i-ieme composante r ??? r v . Or HÁ Á 1 i i r r g T
 .est un groupe commutatif d'operateurs diagonalisables d'entrelacementÂ
de r, donc on trouve une premiere G-decompositionÁ Â
3.3 V s V , . [ l
lgT
Ãou T designe le groupe des caracteres de T , et ou V est le G-moduleÁ Â Á Á l
 . . y1 .  .forme par les fonctions f g V tels que H f v s l r f v , r g T ,Â r
v g V.
Remarquons que V est representation induite de B a G, du caractere lÂ Á Ál
de T releve a B.Â Á
On sait que V est isomorphe a V si et seulement si l et b sont dans laÁl b
Ãmeme orbite. Soit N l'ensemble des elements standard de T. On obtientÃ Â Â
ainsi
3.4 V s I , . [ l
lgN
ou I s [ V .Á l ulu g S
 .PROPOSITION 3.5. Pour tout r s r , . . . , r g T et 0 - i - n, on a:1 n
 .3.5.1 H J s J H ,r i i u ri
 .  .3.5.2 J V s V .i l u li
 .Demonstration. 3.5.1 Soient f g V et v g V , on aÂ n
H J f v s qy1 c rv k z f z .  .  .  . .r i i
 .zgV rvi
s qy1 c rv k z f z .  . . i
y1  .r zgV vi
s qy1 c rv k rh f rh .  .  . . i
 .hgV vi
s qy1 c v k m f rh y1i m , .  . . i s
 .mgV vi
y1 i  . i  .  .  . .y1ou s s r r et h h s m. Mais, rh m s u r m, d'ou H J f v sÁ Ái iq1 s s i r i
 . .J H f v .i u ri
 .  .L'egalite 3.5.2 est consequence de 3.5.1 .Â Â Â
 .  .Soit l s a , . . . , a g N de type m s m , . . . , m & n. Nous definis-Â1 n 1 s
sons la sous-representation U de V comme suiteÂ l
U s f g V ; P f v s 0, v g V , i / k , 0 - j - s, 0 - i - n . .  . 4l l i j
JESUS JUYUMAYAÂ814
PROPOSITION 3.6. La representation U est isomorphe a la representationÂ Á Âl
IndG St m.P lm
 .  .Demonstration. Pour m s n ou 1, . . . , 1 l'affirmation est claire. OnÂ
 . nremarque que si l est de type n la representation U [ U est laÂ a l1
realisation classique de la representation de Steinberg Stn. s St n deÂ Â l a1
 . m GL k . Or, si m & n est non trivial, nous pouvons realiser St modeleÂ Án l
.de Mackey gauche comme l'espace forme par toutes les fonctions f sur GÂ
m1 m s  y1 .  m1a valeurs dans U m ??? m U telles que f gp s St m ??? mÁ a a ak k k1 s 1
m s. .  . .  m . .  y1 . St p f g p g P , g g G muni de l'action St f h s f g h g, ha m lks
.g G .
Soit f l'application de IndG St m dans U definie parÂP l lm
f f v s f g e , . . . , e v g V , f g U , .  .  .  .Ä Ä .m m l1 s
 .  .  .ou g g G est tel que g e s v, et e s e , e , . . . , e l g N est leÁ Ä Än l 1 12 1 ? ? ? l
 4  =. ldrapeau associe a la base canonique e , . . . , e de k , c'est-a-dire,Â Á Á1 l
e s e n ??? n e .1 ? ? ? i 1 i
C'est routinier de voir que f est un isomorphisme. La proposition
s'ensuit.
 .La representation U l g N est une realisation de la representation deÂ Â Âl
 . w xSteinberg generalisee S definie dans 6.2 de 5 . En plus, sa dimensionÂ Â Â Âl
 is1
s m im iy1 .r2w x  .  .est q G : P , si l est de type m s m , . . . , m , voir 6.10m 1 s
w xde 5 .
Remarque 3.7. La proposition suivante nous dit, en particulier, que le
G-module S est generique dans V, c'est-a-dire, le rapport entre saÂ Â Á
dimension et celle de V tend vers 1 quand q ª `. De plus, S contient
 .seulement les representations generiques de la serie principale de G,Â Â Â Â
c'est-a-dire, contient seulement les representations de SteinbergÁ Â
generalisees de G.Â Â Â
 .PROPOSITION 3.8. Le spectre de la representation S , r de G est donneÂ Â
par
S , m U ,[ l l
lgN
 .ou m s n!rm ! ??? m !, si l est de type m , . . . , m & n.Á l 1 s 1 s
Ã .  .LEMME 3.9. Soient l s a , . . . , a g T et m s m , . . . , m & n.1 n 1 s
 .3.9.1 Soit l g N de type m et 0 - j - s, alors J f s f , si i / ki j
 .f g U .l
 .3.9.2 V : V , si a / a Remarquons que si l g N es de type m,l i i iq1
l'affirmation est ¨raie pour i s k , 0 - j F s.j
 .3.9.3 Si l g N est de type m, alors U ; S .l
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 .  .Demonstration. 3.9.1 Soit m / n . Soient f g U , v g V, i / k , etÂ l j
 .L le sous-ensemble de V v tel que v g L et les autres elements sontÂ Âi i i
tels que ces i-ieme coordonnee soient i-vecteurs lineairement indepen-Á Â Â Â
dants deux a deux. On aÁ
J f v s qy1 c v k hi z f hi z q f hi v .  .  .  .  . .  .  .  i i r r r 5
= =zgL rgk rgki
z/v
¡ ¦
y1 i~ ¥s q c v k h z f z q q y 1 f v , .  .  .  . .  i r 5¢ §
=zgL , rgki
z/v
i  .  . v kizmais v k h z s r v k z , et comme c est un caractere, nonÁi r i
q  . .  .trivial de k , on obtient J f v s f v .i
 .3.9.2 Soit f g V . Avec les notations ci-dessus, on a sans problemeÁl
f g V . En effeti
P f v s f hi z .  .  . . i r
=zgL rgki
s ay1a r f z s 0. .  . .  i iq1 5
=zgL rgki
 .  .3.9.3 D'apres 3.8.2 , il s'ensuit U : V , si i s k . Alors U ; V ,Á l i j l i
pour tout 0 - i - n.
Maintenant, nous demontrerons que pour tout f g U on a Q f g VÂ l i, j i
 .  .1 - i - n, 0 - j - i . D'apres 3.9.1 , il suffit de le demontrer dans le casÁ Â
 .  . ou j s k 0 - r - s . Or, d'apres de 3.5.2 , Q f g V , ou u s k , i,Á Á Ár i, k ul rr
 . .i y 1 , . . . , k q 1 . Mais, dans la position i de ul on trouve le caractereÁr
 .a / a . Alors d'apres 3.9.2 on a Q f g V .Ák iq1 i, k ir r
Demonstration de la proposition 3.8. Soit U une representation de laÂ Â
serie principale de G c'est-a-dire une composante irreductible d'un V , bÂ Á Â b
Ã.  .  .g T qui s'entrelace avec S . D'apres 3.3 et 3.4 , nous pouvons dire queÁ
 .U : V , l g N. Si l est de type 1, . . . , 1 il est bien connu que U s V , etl l
 .  .de 3.9.3 et 3.5.2 on tire V : S . Pour les autres cas nous voyons U ; V ,l i
 .0 - i - n. Ceci est vrai pour i s k , parce que V : V lemme 3.9 . Ainsi,j l i
les fonctions f g U sont telles qu'elles verifient les equationsÂ Â
P f v s 0 v g V , i / k , 0 - i - n , 0 - j - s . .  .  .i j
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Alors, U ; U , mais comme U et U sont irreductibles, il s'ensuit U s U .Âl l l
Or, la multiplicite m de U dans V est le cardinal de l'orbite O de l pourÂ l l l
Ãl'action de S sur T. Alors, de d'apres la proposition 3.1, m s n!rm ! ???Á l 1
 .m !. Puisque ul g O u g S et que S est stable par les operateurs J ,Âs l i
s U : S . Ainsi, pour demontrer que la multiplicite de U dans S est m ,Â Âu l l l
nous allons prouver que s U est la composante de Steinberg de V .l ul
On pose V s U [ U X, ou U X est un supplementaire de U dans V . SoitÁ Âl l l l l l
 X.u g S. On a J U [ U s V , et comme les operateurs J sont elementsÂ Â Âu l l ul i
inversible de H, J U est la composante de Steinberg de V .u l ul
 . On deduit de 3.4 et de la proposition 3.8 la decomposition a niveau deÂ Â Á
.composante isotypique suivant
3.10 S s L . [ l
lgN
ou L s [ U composante G-isotypique de type l dans la represen-Á Âl ulu g S
 ..tation S , r .
Le G-spectre de S
 .Soit G le produit semi-direct T i S ou T est distingue dans G . SoitÁ Â
 .  .S , s la representation de G definie par s [ H (t r g T , u g S .Â Â ru r u
Puisque H et J sont des operateurs qui commutent a r, l'image de r estÂ Ár i
contenue dans le commutant de s . Alors on sait que les composantes
 .G-siotypiques de r sont G-invariantes; donc la decomposition de 3.10 estÂ
une G-decomposition de S .Â
Ã  .Soient b g T , et f un element non nul de U . Soit W f le G-moduleÂ Â b b
 < 4engendre par t f u g S . En nous designant par K le stabilisateur deÂ Âu b
 .  < 4b dans S , il est claire que W f est engendre par t f u g SrK .Âb u b
Alors de la proposition 3.1 on deduit que sa dimension est inferieure ouÂ Â
 .egale a n!rm ! ??? m !, si b est de type m , . . . , m .Â Á 1 s 1 s
ÃLEMME 3.11. Soit l g T , on a:
 .  . G  y1 .3.11.1 La representation induite irreductible Ind l m I deÂ Â T i Kl
la representation ly1 m I de T i K a G, est isomorphe a la representationÂ Á Á Âl
 .  .W f 0 / f g U ,l l
 .  .3.11.2 La composante G-isotypique L l g N de type l dans s sel
 .decompose comme L s [ W f , ou B est une base de U .Â Ál l lf g B
w  .Demonstration. De la reciprocite de Frobenius, on a W f ,Â Â Â l
G  y1 .x w  . y1 xInd l m I s W f , l m I ) 0, car on a l'operateurÂT i K G l T i Kl l
 y1 .  .d'entrelacement f: 1 ¬ f de C, l m I dans Res W f , d'ou l'af-ÁT i K ll
 .firmation 3.11.1 .
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 .  .  X. XDe 3.11.1 et du fait que W f , W f , pour toutes f et f non nulsl l
 .de U , on deduit 3.11.2 .Âl
 .D'apres 3.10 et du lemme 3.11 on aÁ
 .PROPOSITION 3.12. Le spectre de la representation S , s de G est donneÂ Â
par
w x G y1S , dim U Ind l m I . .[ C l T i Kl
lgN
( )Le G = G -spectre de S
Comme r commute avec s , nous pouvons definir la representationÂ Â
 .S , res du produit direct G = G, par
res [ r (s g g G , g g G . .  . .g , g g g
 .Or, la decompostion de 3.10 est aussitot une G = G-decomposition deÂ Ã Â
 .  .S . D'autre part, on sait que le G = G -module L l g N est isomorphel
G  y1 .a U m Ind l m I , d'ou le theoremeÁ Á Â Ál T i Kl
 .THEOREME 3.13. La representation S , res de G = G est de multi-Â Á Â
Ã 4plicite 1. Plus presicement, il existe un fonction injecti¨ e u: U ; l g N ¬ G,Â Â Â l
tel que
S , U m u U , .[ l l
lgN
 . G  y1 .ou u U s Ind l m I .Á l T i Kl
Enfin, d'apres ce theoreme et les propositions 3.8, 3.12, on a leÁ Â Á
phenomene suivante de dualtieÂ Á Â
S , dim u p p .[G C
gM
w xS , dim p u p .[G C
pgM
S , p m u p , . .[G=G
pgM
Ã Ãou M : G et ou u est une fonction injective de M dans G.Á Á
ÃLe chapeau sur le groupe denote l'ensemble des types d'isomorphie du
groupe.
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APPENDICE
Dans cet appendice nous donnons la definition du produit regressif etÂ Â
ses principales propietes.Â Â
Soit k un corps et V un k-espace vectoriel dont la dimension est n.
p  .Nous designerons H V 0 F p F n la puissance exterieure p-ieme de V,Â Â Á
U et V le duale de V. Rappelons que l'application ¨ n ??? n ¨ ¬ u1 p 1
 :.n ??? n u ¬ det ¨ , u , definit un isomorphisme canonique entreÂp i j
Hp V U et le duale de Hp V; d'apres ce qui precede, Hp V U s'identifie aÁ Â Á Á
 p .UH V .
 .  i.Soit B s e une base de V et notons e la base duale dei 1F iF n 1F iF n
B. Posons e s e n ??? n e et eV s e1 n ??? n en. Dans la definition duÂV 1 n
produit regressif nous utiliserons les isomorphismes lineaires w : Hp VÂ Â B, p
nyp U  . .  V : pª H V definits par w A X s e , A n X A g H V, X gÂ B, p
nyp .H V . Ainis, a travers des isomorphismes w on obtient une isomor-Á B, p
phisme lineaire w de l'algebre exterieure HV de V et l'algebre exterieureÂ Á Â Á ÂB
HV U de V U.
 w x.DEFINITON voir exer. 16, Chap. III de 2 . Soient u, ¨ g HV. LeÂ
produit regressif u k ¨ de u avec ¨ par rapport a une base B de V estÂ Á
l'element de HV definit parÂ Â Â
u k ¨ s wy1 w u n w ¨ . .  . .B B B
Remarquons que si u est un p-vecteur et ¨ est un q-vecteur, alors
 .  .u k ¨ s 0 si p q q F n. Dans le cas ou p q q G n on a que u k ¨ estÁ
 .un p q q y n -vecteur tel que
 . .nyp nyq¨ k u s y1 u k ¨ . .
PROPOSITION. Le produit regressif est associatif et distributif par rapport aÂ Á
 .l'addition. L'algebre HV, q, k est isomorphe, ¨ia l'operateur etoile deÁ Â Â
 w x.  .Hodge ¨oir §6 de 1 , a l'algebre exterieure HV, q, n .Á Á Â
Considerons, a maniere d'exemple, le cas ou la dimension de V est 2.Â Á Á Á
 . V 1 2Soient B s e , e , e s e n e , e s e n e , et u s a e q a e g1 2 V 1 2 1 1 2 2
1  .  . U  . . V  H V s V a , a g k . Alors w e g V , et w e u [ e e n a e1 2 B i B i i 1 1
..  . 2  . 1q a e , d'ou l'on deduit w e s e et w e s ye . De plus, on aÁ Â2 2 B 1 B 2
 . B  . V  B.w e s e et w e s e ou e respectivement e est un 0-vecteur de VÁV B B
 U .  . 2 1respectivement 0-vecteur de V . On obtient ainsi w u s a e y a e .1 2
 .Si l'on pose ¨ s b e q b e g V b , b g k , on a alors u k ¨ s1 1 2 2 1 2
y1  .  .. y1 . V .w w u n w ¨ s w a b y a b e , doncB B B B 1 2 2 1
u k ¨ s a b y a b e . .1 2 2 1 B
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